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Probabilidades discretas
©00000

Probabilidades

@ uma variavel aleatéria X pode ser vista como uma variavel que assume
valores em X = {x1,...,Xp+1} com probabilidades p; = P[X = x;].
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Probabilidades

@ uma variavel aleatéria X pode ser vista como uma variavel que assume
valores em X = {x1,...,Xp+1} com probabilidades p; = P[X = x;].

@ necessariamente p; + -+ + ppr1 = 1, isto é, a probabilidade total é 1.
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Probabilidades

@ uma variavel aleatéria X pode ser vista como uma variavel que assume
valores em X = {x1,...,Xp+1} com probabilidades p; = P[X = x;].

@ necessariamente p; + -+ + ppr1 = 1, isto é, a probabilidade total é 1.

@ ex: um dado honesto é uma varidvel aleatéria que assume valores em
{1,2,3,4,5,6}, com probabilidades todas p; = 1/6 para todo /. Esses
valores poderiam ser diferentes se o dado fosse viciado.
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Probabilidades

@ uma variavel aleatéria X pode ser vista como uma variavel que assume
valores em X = {x1,...,Xp+1} com probabilidades p; = P[X = x;].

@ necessariamente p; + -+ + ppr1 = 1, isto é, a probabilidade total é 1.

@ ex: um dado honesto é uma varidvel aleatéria que assume valores em
{1,2,3,4,5,6}, com probabilidades todas p; = 1/6 para todo /. Esses
valores poderiam ser diferentes se o dado fosse viciado.

@ 0 expaco que descreve todas as possiveis distribuicGes de varidveis
aleatérias tomando n + 1 valores é

A”Z{pz(pl,---,an)GR”*l]0§p;§1, P1-|--~-+p,,+1:1}
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Esse espaco é chamado de simplexo padrao.

Rﬂ.

N

A‘={(x, yeR' x,;>0. x+;=1}

b d
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@ o simplexo A" pode ser parametrizado (por exemplo) pela funcdo

n
SD(Pla---aPn):(Pla---ypmpn—i-l)a Pn+1:1_zpi7
i=1

onde p: © — A" é definida sobre
©={0=(p1,...,pn) ER"|0<p1+-+p, <1}
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Histéria Probabilidades discretas Geometria da informagao Distribuices normais

[e]e]e] le]e]

@ o simplexo A" pode ser parametrizado (por exemplo) pela funcdo

n
SO(le--aPn):(Pla---ypmpn—i-l)a Pn+1:1_zpi7
i=1

onde p: © — A" é definida sobre
©={0=(p1,...,pn) ER"|0<p1+-+p, <1}
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Informacao de Fisher

@ queremos estudar a geometria natural desse espaco A"
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Probabilidades discretas
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Informacao de Fisher

@ queremos estudar a geometria natural desse espaco A"

o ideia central da geometria da informac3o: introduzimos uma métrica
Riemanniana chamada métrica da informac3o de Fisher, que fornece
essa geometria
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Informacao de Fisher

@ queremos estudar a geometria natural desse espaco A"

o ideia central da geometria da informac3o: introduzimos uma métrica
Riemanniana chamada métrica da informac3o de Fisher, que fornece
essa geometria

@ sejam X = {xy,...,Xn, Xn+1} O espaco de X, ¢(6) uma
parametrizacdo de A" e py(x) a funcdo massa de probabilidade de X
dada por py(x;) = pi.
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Informacao de Fisher

@ queremos estudar a geometria natural desse espaco A"

o ideia central da geometria da informac3o: introduzimos uma métrica
Riemanniana chamada métrica da informac3o de Fisher, que fornece
essa geometria

@ sejam X = {xy,...,Xn, Xn+1} O espaco de X, ¢(6) uma
parametrizacdo de A" e py(x) a funcdo massa de probabilidade de X

dada por py(x;) = pi.

@ a matriz da informac3o de Fisher com respeito a ¢(0) é a matriz
1(6) = [g;i(6)] dada por
- 9 log py(x) 9 log py(x)
gi(0) =>_ po(x)
= 00, 00,
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@ Por exemplo, se usarmos a parametrizacdo

@(p1s---spn) =(P1,--- Py Prt1),  Pnr1 =130 pi,

ja mostrada anteriormente, entdo obtemos a matriz de Fisher dada

1 djj
por glj(plaapn): Pl F{
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[e]e]e]ele] ]

@ Por exemplo, se usarmos a parametrizacdo

@(p1s---spn) =(P1,--- Py Prt1),  Pnr1 =130 pi,

ja mostrada anteriormente, e(?téo obtemos a matriz de Fisher dada

por glj(pla . '7pn) - Pn+1 + E

1,1 1 1
Lt Poit N iﬂ . Pl
oy=| "~ omm

= : : - 1
. : ’ Pn+1

1 1 l n+ 1
Pn+1 Pn+1 P Prn
. 7 1
° isto & /(0) = 5 L fn + dlag( o)
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Geometria da informag&o
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Para qué serve essa métrica?

@ uma métrica Riemanniana, como a métrica de Fisher, nos permite
definir produto interno e norma:

(v, w)yg) = v' 1()w, IVl = /v I(O)v

para vetores tangentes, de um jeito que é invariante por
reparametrizacdo.
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Para qué serve essa métrica?

@ uma métrica Riemanniana, como a métrica de Fisher, nos permite
definir produto interno e norma:

(v, w)yg) = v' 1()w, IVl = /v I(O)v

para vetores tangentes, de um jeito que é invariante por
reparametrizacdo.

@ Com isso, conseguimos também falar de angulos:

/(v, w) = arccos —t2411e)_
(v, w) = arccos o -
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Para qué serve essa métrica?

@ uma métrica Riemanniana, como a métrica de Fisher, nos permite
definir produto interno e norma:

(v, w)yg) = v' 1()w, IVl = /v I(O)v

para vetores tangentes, de um jeito que é invariante por
reparametrizacdo.

@ Com isso, conseguimos também falar de angulos:

(v,w) y(0)
£(v, w) = arccos -

@ Com todas essas propriedades, podemos também calcular o
comprimento de uma curva na métrica da informacao!
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@ o comprimento de uma curva v: [0,1] — A" é (assim como no
espaco euclideano) dado pela integral do tamanho vetor velocidade:

dt
o(t))
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Geometria da informagao icdes normais
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@ o comprimento de uma curva v: [0,1] — A" é (assim como no
espaco euclideano) dado pela integral do tamanho vetor velocidade:

Uy) = /0 ‘ VI(t)H/(e(t)) at

e dados dois pontos p = (p1,...,Pnt1) € g =(q1,-.-,qns1) em A",
existem diversas curvas ligando p e q. Aquela de menor comprimento
é chamada o segmento de geodésica ligando p e q. As geodésicas de
uma variedade d3do nocdo de “linha reta” naquela geometria
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Geometria da informag&o
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@ quando “enchemos” esse tridngulo para virar um quadrante (octante)
de esfera, através do mapa z; = 2,/p;, a métrica torna-se a métrica
esférica, cuja geometria é bem conhecida
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Geometria da informagao
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@ quando “enchemos” esse tridngulo para virar um quadrante (octante)
de esfera, através do mapa z; = 2,/p;, a métrica torna-se a métrica
esférica, cuja geometria é bem conhecida

@ na geometria esférica, as geodésicas sdao os grandes circulos e seu
comprimento é dado por 2« (o dobro do dngulo entre os dois vetores)
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[e]e]e] Jele]

@ tendo a geometria de Fisher, podemos calcular a distancia entre dois
pontos p,q € A" como o comprimento da geodésica ligando esses
pontos! No caso do simplexo, podemos calcular essa distancia:

n+1

drr(p, q) = 2arccos | Y \/piqi
i=1
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[e]e]e] Jele]

@ tendo a geometria de Fisher, podemos calcular a distancia entre dois
pontos p,q € A" como o comprimento da geodésica ligando esses
pontos! No caso do simplexo, podemos calcular essa distancia:

n+1

drr(p, q) = 2arccos | Y \/piqi
i=1

@ essa distancia é chamada distdncia de Fisher-Rao, e é a distancia
natural da geometria de Fisher.
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Geometria da informag&o
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Porque essa métrica?

@ uma estatistica suficiente é um mapa k: X — Y que preserva a
estrutura estatistica, e satisfaz

po(x) = Bo(k(x)) - h(x)
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Porque essa métrica?

@ uma estatistica suficiente é um mapa k: X — Y que preserva a
estrutura estatistica, e satisfaz

po(x) = Bo(k(x)) - h(x)

@ a métrica de Fisher é invariante por estatisticas suficientes!
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Porque essa métrica?

@ uma estatistica suficiente é um mapa k: X — Y que preserva a
estrutura estatistica, e satisfaz

po(x) = Bo(k(x)) - h(x)

@ a métrica de Fisher é invariante por estatisticas suficientes!

@ Teorema de Chentsov: a métrica de Fisher é a Ginica métrica
Riemanniana (a menos de uma constante) invariante por estatisticas
suficientes!
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Porque essa métrica?

@ uma estatistica suficiente é um mapa k: X — Y que preserva a
estrutura estatistica, e satisfaz

po(x) = Bo(k(x)) - h(x)

@ a métrica de Fisher é invariante por estatisticas suficientes!

@ Teorema de Chentsov: a métrica de Fisher é a Ginica métrica
Riemanniana (a menos de uma constante) invariante por estatisticas
suficientes!

o este teorema nos mostra que, se queremos estudar a estrutura
estatistica dos espacos de probabilidades, a métrica de Fisher é a
escolha natural
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Importancia na estatistica

@ um estimador do pardmetro 6 é uma estimativa (X) de 6 usado, na
auséncia de conhecimento deste
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Importancia na estatistica

@ um estimador do pardmetro 6 é uma estimativa (X) de 6 usado, na
auséncia de conhecimento deste

o dizemos que um estimador é ndo-enviesado se E[A(X) — 0] = 0
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Importancia na estatistica

@ um estimador do pardmetro 6 é uma estimativa (X) de 6 usado, na
auséncia de conhecimento deste

o dizemos que um estimador é ndo-enviesado se E[A(X) — 0] = 0

e Limitante de Cramér-Rao: a informac3o de Fisher (invertida) é um
limitante inferior para a variancia de um estimador n3o-enviesado:

v(9)

Y

(o)~
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Importancia na estatistica

@ um estimador do pardmetro 6 é uma estimativa (X) de 6 usado, na
auséncia de conhecimento deste

o dizemos que um estimador é ndo-enviesado se E[A(X) — 0] = 0

e Limitante de Cramér-Rao: a informac3o de Fisher (invertida) é um
limitante inferior para a variancia de um estimador n3o-enviesado:

v(9)

Y

(o)~

@ isso se generaliza para o caso multipardmetros, trocando varidncia por
matriz de covariincia, e > pela ordem de Loewner (A > Bse A— B é
positiva definida)
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Distribuicdes normais

@ toda a construcdo que fizemos também pode ser extendida para
distribuicoes de probabilidade continuas.
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Distribuicdes normais

@ toda a construcdo que fizemos também pode ser extendida para
distribuicoes de probabilidade continuas.

@ um dos principais exemplos é a familia de distribuicdes normais (ou
gaussianas), com média p € R e desvio padrdo o > 0:

1 x — )2

Geometria da informag3o e algumas de suas aplicagbes
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Distribuicdes normais

@ toda a construcdo que fizemos também pode ser extendida para
distribuicoes de probabilidade continuas.

@ um dos principais exemplos é a familia de distribuicdes normais (ou
gaussianas), com média p € R e desvio padrdo o > 0:

1 x — )2

@ o espaco de pardmetros é o meio-plano

Rx Ry ={(p,0): peR,0 >0}
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Distribuicées normais
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o denotando os parametros por = 01 e 0 = 0>, a métrica de Fisher é
a matriz 2 x 2 dada por

0 log gu,0(x) 0 log g,,,(x
gi(i,o /g% o (X) wo(X) 4

00, 09,
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o denotando os parametros por = 01 e 0 = 0>, a métrica de Fisher é
a matriz 2 x 2 dada por

/ 2o 3 log g,.,0(x) O log g,0(x) dx

gl 00, 96,
o fazendo as contas, ela é dada por
1
= 0
10) = |
( ) 0 ﬁ
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0000

o denotando os parametros por = 01 e 0 = 0>, a métrica de Fisher é
a matriz 2 x 2 dada por

/ 2o 3 log g,.,0(x) O log g,0(x) dx

gl 00, 96,
o fazendo as contas, ela é dada por
1
= 0
1(60 a?
( ) 0 ﬁ

@ a geometria definida por essa métrica é chamada de geometria
hiperbdlica
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Q

1 /a X
Py Py Qoo
Fig. 3. Elements to compute the distance dy (P, Q), in case the points P, Q € H? are vertically aligned (left) or not (right).

A B

Fig. 4. Equidistant pairs in Fisher metric: du (A, B) = d¢(C, D) = 2.37687, where A = (1.5,0.75), B= (3.5,0.75) and C = (0.5, 1.5), D = (4.5, 1.5).
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Divergéncia de Kullback-Leibler

@ uma importante medida de dissimilaridade entre distribuicoes é a
divergéngia de Kullback-Leibler (também chamada entropia relativa),
dada por

Drc(pl) = [ plx)1og m dx

no caso continuo,
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Divergéncia de Kullback-Leibler

@ uma importante medida de dissimilaridade entre distribuicoes é a
divergéngia de Kullback-Leibler (também chamada entropia relativa),
dada por

Drc(pl) = [ plx)1og gg §dx

no caso continuo, e

n+1
Dki(pllq) = Z pi Iog —

no caso discreto.
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@ na teoria da informacdo, a entropia relativa Dk nos diz a quantidade
média de simbolos binarios (0's ou 1's) necessarios para codificar p
usando um cédigo otimizado para codificar g
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netria da informacio t ¢cdes normais Divergéncias e aplicagdes

[e] Jele]e]

@ na teoria da informacdo, a entropia relativa Dk nos diz a quantidade
média de simbolos binarios (0's ou 1's) necessarios para codificar p
usando um cédigo otimizado para codificar g

e DkL n3o é uma distancia (é assimétrica), mas satisfaz Dk > 0
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[e] Jele]e]

na teoria da informac3o, a entropia relativa Dk nos diz a quantidade
média de simbolos binarios (0's ou 1's) necessarios para codificar p
usando um cédigo otimizado para codificar g

DL ndo é uma distancia (é assimétrica), mas satisfaz D > 0

existe relacdo com a métrica de Fisher:

_ 0?Dk(pollpy)

77:
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[e] Jele]e]

@ na teoria da informacdo, a entropia relativa Dk nos diz a quantidade
média de simbolos binarios (0's ou 1's) necessarios para codificar p
usando um cédigo otimizado para codificar g

e DkL n3o é uma distancia (é assimétrica), mas satisfaz Dk > 0
@ existe relacdo com a métrica de Fisher:

. 9? DkL(pollPy)

77:

@ essencialmente, isso significa que a métrica de Fisher fornece uma
aproximacdo de ordem 2 para a entropia relativa
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Aplicacoes a aprendizado de maquina

@ uma importante aplicacao é o método do gradiente natural
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Aplicacoes a aprendizado de maquina

@ uma importante aplicacao é o método do gradiente natural

@ no problema de aprendizado temos
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Aplicacoes a aprendizado de maquina

@ uma importante aplicacao é o método do gradiente natural

@ no problema de aprendizado temos

e um conjunto de dados de treinamento {(x,-,y,-)}:i1
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Aplicacoes a aprendizado de maquina

@ uma importante aplicacao é o método do gradiente natural

@ no problema de aprendizado temos
e um conjunto de dados de treinamento {(x,-,y,-)}:il

e uma familia parametrizada de funcdes fy(x) = y (geralmente dadas por
uma rede neural)
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Aplicacoes a aprendizado de maquina

@ uma importante aplicacao é o método do gradiente natural

@ no problema de aprendizado temos
e um conjunto de dados de treinamento {(x,-,y,-)}:il
e uma familia parametrizada de funcdes fy(x) = y (geralmente dadas por
uma rede neural)

@ tomamos uma funcdo perda L, e consideramos o problema de
encontrar 6 que minimize J(0) = X 3, L(fp(x;), yi)

—m
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Aplicacoes a aprendizado de maquina

@ uma importante aplicacao é o método do gradiente natural

@ no problema de aprendizado temos
e um conjunto de dados de treinamento {(x,-,y,-)}:il
e uma familia parametrizada de funcdes fy(x) = y (geralmente dadas por
uma rede neural)

@ tomamos uma funcdo perda L, e consideramos o problema de
encontrar 6 que minimize J(0) = L 37, L(f3(x;), i)
@ isso costuma ser feito através de um método iterativo, usando a
descida por gradiente:

On = On—1 — VoJ(On-1)
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Divergéncias e aplicagdes
00000

e em geral, {fp} forma uma variedade estatistica parametrizada por 6
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[e]e]e] Je]

e em geral, {fp} forma uma variedade estatistica parametrizada por 6

@ podemos, entdo, substituir o gradiente usual VyJ pelo gradiente
natural que considera a estrutura geométrica estatistica:

Ved(0) = 1(0)"1V4J(0)
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[e]e]e] Je]

e em geral, {fp} forma uma variedade estatistica parametrizada por 6

@ podemos, entdo, substituir o gradiente usual VyJ pelo gradiente
natural que considera a estrutura geométrica estatistica:

Ved(0) = 1(0)"1V4J(0)

@ de fato, o gradiente natural funciona de forma eficiente, e aparenta
evitar o "efeito platd” que ocorre com o gradiente usual
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[e]e]e] o]
e em geral, {fp} forma uma variedade estatistica parametrizada por 6

@ podemos, entdo, substituir o gradiente usual VyJ pelo gradiente
natural que considera a estrutura geométrica estatistica:

Ved(0) = 1(0)"1V4J(0)

@ de fato, o gradiente natural funciona de forma eficiente, e aparenta
evitar o "efeito platd” que ocorre com o gradiente usual

o Referéncia: Shun-ichi Amari. “Natural Gradient Works Efficiently in
Learning”. Em: Neural Computation 10.2 (1998)
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